Chapitre 2 : Fonctions numériques a variable réelle.
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Echelon-unité : (Heaviside $)

U:r— {0,1}
x pb—» U(x)

1six=0

avec U(x) = {0 s

U

Ensemble de définition : R
Ensemble image :

u@)={0.1}
On dit que la fonction U est
continue sur R , saufen 0.

].i!;l Ux)=0
X=0"
:lirga’ Ux)=1

Racine cubique :

f:R —Rk

Ensemble de définition : R
Ensemble image : R
On dit que la fonction f est

Trnangle : (notée aussi tn)

A:R » [0:1]
xF— A(x)

A(x)___[l—lxln—lgxsl

0 sinon

Ensemble de définition : R

Ensemble image : [0 1]
On dit que la fonction
triangle est continue sur R .

Puissance impaire :n € N

f:2 —R

X bt f(x)=x="1

Ensemble de définition : B

Ensemble image : R

#©n dit que la fonction f est
continue sur R .

xlim f(x) =—00

xl_x.x;n- f(x) =+

x> f(x)=Vx =t * | continue surR .
- | lim fx)=-ow
X—t—zo
= xl-i.T- f(x) =+
fz)
Inverse - Ensemble de définition : R °
N . Ensemble image - R *
f: L - R L +» 1 | festcontinue sur]0 400
X b—- f(x)=1/x fest continue sur ] —oo ; 0
lim f(x)=0
T x-t-
xlim f(x)=0
7 Ji 09 =
i 09 =0
f(x)

Valeur absolue :

f: X »R-
x> f(x)=Ixl

> X

Ensemble de définition : B
Ensemble image : R +
fest continue sur R .

xlix;n f(x) =+

xl_1.1;n_ f(x) =400

Puissance paire:n € N

f: 2—» R-
X F——= f(x)=x2

Hy

Ensemble de définition : B
Ensemble image :
R-=[0:+0o[

On dit que la fonction f est
continue sur R .

xlir_n f(x) = 4o

lim f(x) =+
X450

Ensemble de définition : R
Ensemble image :
10:+wo[=R

fest continue sur R .

a+b — _a b
s S X lim f(x)=0
(eﬂ)ﬂ - ea n X=—sc
. 200
ok Jim_ 1=+
Pl &b

Racine carrée :

f-R:—» R
xH— f(x)=Vx

@)

Ensemble de définition : R -
Ensemble image : B -

On dit que la fonction f est
continue sur R +

Jim_£(x) = +00

£:]0;40[—>» 1R

x F—f(x)=In(x)

1n(1)=0; In(e) = 1
In(a.b) = In(a) + In(b)
1n(2) = In(a) - In(b)
b
In(a?) = n.In(a)

fix)
y
”
- 1 % >
fix)
T
1

In(e*) =avaelk
e®® = aya>0

Ensemble de défimition : R
Ensemble image : R

-
fest continue sur R

iy ) = oo

+




Problématique : comment déterminer le sens de variation d’une fonction ?
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I11. Dérivabilité

1) Définitions et opérations Page 14

Soit f, une fonction définie en a, on dit que f est dérivable en a lorsque : la limite
. . f(x)-f
suivante lim ~2='@

X—a X—a
dérive de f en a.

=

existe et est finie. On la note alorslf '(a)Set on ’appelle nombre
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»lim fe)-f()

X—a X—a

existe et est finie. On la note alors

Exel:r.l.r.).l.e.s. ............ a.- ..... ;-. ..................................................................... Page :24 Ch
= AZ &5 (p-B) (A+D) WPitre 3
) . , . 5 $ K :FOfM Tnanbumm
v Soit f, la fonction définie par : f(x) = x°. g = I~ \
a \ //
Dérivabilité de fen 3 : ..L..:.M..{(X)-f(s) vzl x =3 .o (F1)..
= -3 -3 x€->D x -2 e
I-:l(x"' '5) .o
............................. L_.ol:z\—; ( 5_..L,v:;—.$ xr.’.}._...é...eﬁk%m.i.&aacﬁ....
...... ?ddéuvmkh%bd’wmkreémuvcvwkf’(&):é
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) ) T \
Dérivabilité de f en a, réel quelconque : [—- l.l.ny\. 4..(,5.).....,??@ L.mn % .._J..Q..

2% = O % -Ya a3 - O o

MVM%W%El&#)\"gCﬂ):Z% ....................................................
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Soit f, une fonction définie en a, on dit que f est dérivable en a lorsque : la limite
f(x)-f(a)

suivante lim existe et est finie. On la note alors f'(a) et on l"ly\nelle nombre

X—a X—a

- Pa
dérivé de f en a. \ ge@:h 3Pitre

Soit f, une fonction définie sur I un intervalle de R , on dit que f est dérivable sur I,
lorsque f est dérivable en tout point a de I. On appelle alors fonction dérivée de f et
on note f’, la fonction qui a tout élément a de I, associe son nombre dérivé f '(a).

Si f et g sont dérivables sur I, alors : of, f+g, f X g et f/g (avec g# 0) sont dérivables
sur I. (¢ estun nombreréel) et («f) = af’ , (f+g) =f" +g',(fg) =f'g+ fg'et
o' f"u—fv"l
(f/g) == .
Si f est dérivable sur I et g est dérivable sur f(I), alors g o f est dérivable sur I et :

(gof) =(g of) xf |

3

\l/
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. A
2) Formulaire(EJ est une fonction dérivable surJ 2 > >
Can I'Dmh‘ ° Y= x N /\ oo 2o P
g@ 16
x")' =n.x""! vxe R VvneN — {1} (U“)’ =n.U. U™ J UMD CSR Cha'oitf'eg
= = S = = ©
LS A
(\/5)':7E Vx € R}=]0; +oof O=x | (VU)= N_ , U(D € R% @
(= T A 44 T
2 2 % 2 \(x
=)'=—= ; e *
) \ X2 VXE:__-IR;- (U) uz U < ]R; O
~x" =A% - A
\ e
() = Vxe R (") =Y.e’ , UM< R O
(In(x)) == Vx€ R. (ln(U))'z“{ u() c R, O

---------------------------------------------------------------
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(sin(x))’

—_—

cos(x) Vx€ R

(sin(V))' = U:cos(V) , UM € R @

(cos(U))' = —;’. sin(U) , UH)<S R O

(cos(x))’ = —sin(x) Vx€ R
{tanix))" = = 1 + tan?(x) (tan(U))' = U—, = (1 + tanZ(U)) U’
© cos?(x) cos?(U) .

VX € R—{g+knoﬁkez}

U() S R - {g + kot kez}




Exemples

v f(x) = (2x — 3).cosx
&) = u).V)'=U'V+UV' Page
De= R | &2y
B L e i e e L L e e Tih, ek (s i o s o st apltre3
f'(x) =. 2. .C»m?c-..ﬂr.(ax:.z).(_n)s@x)..=..£C§a.x...(2:c.—.&) N D e,
D = R P e e e e e e e
5 ))LW CQAAM&.OAQ’I .e} &m /B\\'\C—(‘JC) ..........................
i / /
" __<Smx5 = (4 oy vouy
g(x) 2= =) .
0
Dg= ..l.@.' ....................................................................................................
g' (%) _(ﬁ»,x\’gcﬁ:/\wxgx)’zoc&:x N Amm...—_—_...gw_f._..)??“% .........................
x® % x Tar
\ A
....................................... éz) ‘Zi"‘mu



\R’Z:u\ =x.0' Gor U)'= —U rmy
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v' A I’aide de la définition du nombre dérivé du sinus en 0, calculer : lim Si"t(t) :\D.

t—0
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Interprétation graphique

f(x)

..................................................................................................................



r - - C
Interprétation graphique f

f(x)

a X
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f(x)){:i(a) est la pente de la droite (AM)

Lorsque x tend vers a, M tend vers A le long
de la courbe, et la droite (AM) se rapproche
de la droite Ta, qui est la tangente a la courbe
au point A.

Conclusion :

i f(x)—-f(a)
X—a X—a
tangente a la courbe au point A(a,f(a)).

= f’(a) est la pente de la




Conséquence Equation de la tangente T,

e 2.4 2@Dxap.
B A, A..o\;.?[&)..EI..<==.>..Jl(&).:.g'.(®.-..C.l..:\.-..]? .......................................
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Exemples

Page 19 c

v" Equation de la tangente en O a la courbe représentant la fonction f définie par : Pitre 3

f(x) = x3
—lg\_;‘2=%(cx+(7§—q\g'(a> ...........................................................
N T .a..?(c,}..\‘.:t.-..g.’(o),..._..i.c.é......-g.(.x.):.xf....:)\t_,,g_’cx):gzc.z..,} o

S
— f(x)
TOs ....... o B -o ........ o4
& \2, \5:)\
....... A\'“ ]\\‘l_.q—p | _ st ﬂ:\,\‘c &\(MXQ;' L
\__»\ e ereaaanns \j = I > u?x
—— = =— 2
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v Equation de la tangente en O a la

courbe représentant la fonction f

définie par : f(x) = sh(x) a

_e-€&
lgtO\ ... e 2 ~.:/ ..................
.......... f(’-‘-\ :(x_q->~ =y QL—
2 2
........ %’(x)r—:..i.(.e:,]*.é?) ——C'D'Lﬂf..(




v" La fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0. 9(91\ N VY=o

f(x)
A

T

lim f'(x) =L-~ A .= e OO
<0 meoT T

En O, la tangente a la courbe est donc
verticale tournée vers les ordonnées

positives.

..................................................................................................................



v Redressement double alternance : V(t) = |sin(t)].

B IR T NS s et e 000 T S (;.ha,Oit,-e 3
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v" U, la fonction échelon-unité définie et représentée ci-dessous est-elle dérivable sur
son ensemble de définition ?
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Partie B : Calcul de limites

Formes indéterminées FI Soit xo, un nombre réel ou .

o

O

=

7°

00— oo L+ | to0 | o | o tw | 0 | 0 | L

OX 00 LL’ + 0 + 0 — 0 0 0
L 0 + o0 + oo 0 + oo
L'

Remarque lim f(x)*™

XX,

= lim exp(g(x).ln(f (x))) cette écriture permet de « lever » les formes

. ; .y . 0 0
indéterminées suivantes : "L7","0 " "et """

Voici quelques techniques permettant de « lever » une forme indéterminée : 23



Technique 1 : Croissance comparee

P
g I —
Définition Soit xo un réel ou = oo. On dit que la fonction f est négligeable dev‘;..‘ hap/tre P
s
fonction g en xo lorsque : lim EY; = (. On note alors : f(x)<<g(x)
X—X, g X Xo

Théoremes Soient: 0 < a <3

In(x) << X% << x" << e*
Exemples : Calculer lim f(x)ou f(x) = x.e* —x’ Py 2(23 — oo —oo (FX

=X z R € 1\ X0

U =T e ST 4_%_&'2 xe«(

Q>Z»°L<>IQ>7% ..... qﬁ—bﬂwxe“’ées- ..... QL.G.:..._._..ﬂ?e.

2C—+ 00




In(4 , . 4

Calculer Iimf(x)ou f(x) = n(4x) L~ g(t\ = “_oi/

X% X x— i oo
...... C%-*—*/Qlkx<<xa&ﬁulwm£!‘i€ =

oo [ Y 4 2C
........ Mol = At .
(_1”: ’Q’\‘L{* K‘:C_a@\\l.} ,,,,,, 2“ [
=X < =
..................................... ,__._._égﬁ.,.—bOC.a.A..&oc P4
2 =1 0= Wy o 0o

..................................................................................................................



Technique 2 : Expression conjuguée

f 2 . W
Exemples : Calculer l_im f(x) ot f(x)= A = \.N;—- %(1\ = _O__ I p
A B AB T TR gt T Tegeg;
B YA Nwead  Adxt — A . WPitre 3
< Ve +4 2 (e A c(§aet +4)
80 = - -
.................... '\"I}-\’{L)r&\ﬂ"\cft‘d\v\ gCX) R BN TETTON! iy U CRP R
| ¢ —0 2
° 2
(A=B) A+ B ) = A= B
A _B
Calculer £iL1}f(x) ou f(x)= \/X- +;:}_{1_3 = ;J:’:g(:) -:\\ %q 5(3’-‘0
-8 . MN——
g(_x\ _ \S‘.tz+3:[- i x\‘i".x“-l'ii—% + ¢ x"...gm -3 -=-2C B 31—£

b Vafagaeg + = (”C")(\lx'-‘dac-g-fx)m”(*-/\s\, e

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

.................................................................................................................. SApp——— 1 =



Technique 3 : Théoremes de comparaison

Soient f, g et h trois fonctions définies sur [a,b[ ou b est un réel ou £

1)Si Vxe [a,b[ f(x)< g(x) et hm g(x) = —0, alors lim f(x) =

2)Si Vx e
3)Si Vxe
4)Si Vx e

_a, b
:a, b
:a, b|

des gendarmes)

x—b

f(x)=g(x) et llm g(x) =0, alors limf(x) =

x—b

|f(x)‘ <g(x)et llm g(x) =0, alors lim f(x) =

x—b

h(x) < f(x) < g(x) et lm: h(x) = lmll’ gfx) =

L , alors lim f(x) = L (théoreme

x—b

Page 2

|
Chapl'tre 3

X—0

Exemples : Calculer limf(x)ou f(x)= S X lM\acP(I) ? @ Apg o na. Fon e LUWLL%-foo
X

oooooooooooooo

X ~) +20

--------------------------------------

----------------------------------------

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

(~%c—) = kb_:;oéi 0., d'aprea s .. cley. Gondaumas. L%- g(z)_O 27
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Technique 4 : Equivalence

Définition Soit xo un réel ou 0. On dit que la fonction f est équivalente a la fone/tre 3
f
en xo lorsque : lim LLLY) =1. On note alors : f(x)~g(x)
XX, g(x) Xo

Exemples : Montrer que les fonctions f et g suivantes sont équivalentes en oo :

N . bou n
A x) C°» Nik'é?& ﬁmx W20 4
e +¢e e oo
f(x)= et g(X)=—
2 2 aoC _‘( \l/
C+€ L X o -
L-LAWE=LM- . =. L ST e..x.}... = LExC .
=21 g(x) e e v g e e o=
2

L T T I e e I I I T Y



«

(x from -2.3102.3)
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-1.0

05 1.0

—7x3-3x2+2

—7x3
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Tout polynome est équivalent en =00 a son terme de plus haut degré.
Tout polynome est équivalent en 0 a son terme de plus bas degré.

e X{
2"F1
g J
......... D) s Ax X0 .05 x.... con. iooa L 2 o 25 3% 4
o -0 sx %0 5x Sx
xa0 S S

°
I I I e L I A Y

33




Page 29

Chapitl"e 3
Si f est dérivable en xo, alors : f(x)~f(x,)+(x—x,)f'(x,) _‘
Xo \—/ N~ — \ \ |
7 P T_
f(x) ~ (o) + x. ao’[o) a5 uolibn s @ Tomapn
Compléter : ° o C? I Ro -
sin(x)~..).)(:y.~.o..-{—...’.:<:..&>.o ............... Q\bos N e e s e R P GBS T ST SRS
ST
e” ;..é..;. ocg ................................ Aons...... . D N o
A A e
In(1 + x)f;’o'v\/i-\-’x—ﬁ— ................ 0\3'»4 ...... 'Q»;(A+x)";'x. ............................................
*f(:‘c\ = "?,(x):. 9_'-:_:‘,_—& é"{o)z_’_‘_—=4 30(°~)= —Q«(A-ro):o
%) AtoC A¥o

X) - °=\’—qu ’I-':_U_—’—_-:_i—- — 2=
&) Llo) =14 £ (=) s = _>>g(o)_z N



y
: 4
sin(x)~ x
0
2
\ ;
- -2 =l 1 e ™
(x from <3.8to 3.8)
-2
—sin(x)
-4 ——
b 4
In(1+x)~ x 1
0
X
-10 -05 05 1.0
-1
(x from-=1to 1)
-2 —In(1+x)
- X

(x from -2.5to 2.5)

-2
i
y
X
Vi+x ~ 142
R 2 1.5
1,
0.5
= .

(x from -2.5t0 1.5)
— V1+x
— 1+x/2

X

35
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..féx)@/...f.(?):t..@:ff(?)............f.((&).;:.Q<.(A+.I.).=(“A:\:xi.)..ﬁu.f.'(.t?).;..‘?% ...................

tan(x)nov..E.Qmp.ﬂ-..oc.(fh—.\:o!:s:) ....... Ab'\-ﬂko.l\ﬁ’n(\/ .

......... ’f )2 A e e,
— —_

cos(x)Z@O+x(m&Q):$@>xfgd. .....................................

20
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. . r e ] (x i XO 2 "
Si f est 2 fois dérivable en xo, alors : f(x):f(x0)+ (x—x,)f'(x,) - 1"(x,) +
onN___—— — _

37
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Opérations

- Soient f1, g1, f2, g2 quatre fonctions et xo un réel ou + 0.

r

rfl ;“gl f, 1, ’x"gl-gz
— W
Si Jet alors <et
f, ;:gz f_1~g_1
M~ \fz % g2

(pour le quotient, f> et g2 ne s’annule pas pour x voisin de xo sauf peut-étre en xo)

- f, g, h sont trois fonctions,
Si f (X); g(X) et lim h(x) = X, alors f (h(x))~g(h(x))
0 0 L/

39




Exemples : Chapitre P
7 ¥ 3
) -Xx" +3x° —2C 3
Compléter : f(x) = ————x .. :‘:.._?.C_. IS o
x(x-1'&D x. x? N
.......... N2~ 5_44LS«¢L/M£C>&J:;\.NM —?cs).:__oo)
20 —) § O A=) 420
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