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Partie A : Complément sur les nombres complexes

I. Rappels Page 5
. C .
LZ-x+tijvouxeR,vyeRet; i hapltres
X est la pame 1eelle de Z / y est la partie imaginaire de Z
On nOte b d ¥ Oll note:j’ "'“‘;)
Lem ‘= de Z estnoté 7 ou encore | ~ , C’est la distance de O a M, donc i Z | =7

L’argument de Z est noté arg( ) c’est la mesure en radians de I’angle de vecteur orienté (61, OY\-‘I) :
déterminée a 2Km pres (k € Z). On note 6= alg(Z) on a alors :

cos(e) _ Z _ par tie;ll t;el:le d; Z Reél)
4 ntlioi“ie iredeZ _Im(Z HEz0-
sin(0) _ Y _ partie imaginaire de m(Z)
Z module de Z Z
Détermination d’un argument a ’aide de la fonction arctangente ’Dage 6 c
Soit Z = a + j.b un nombre complexe non nul, tel que a# 0.
i .ﬁl'l‘fnn; = l €t o (T 0
arglZ)- | bt et arg(j.b) =1 %,
— (b) . BU-5) t -sib<o
Al‘(‘tal — [ <0 2 2




Partie A : Complément sur les nombres complexes

Le plan complexe est muni

d’un RON (O : OI, OJ)
orienté dans le sens direct.
Z=Xx+)y oux,yek

Le point M(X,y) est appelé
image de Z.

Z est appelé I’affixe du
point M.

Z est aussi appelé ’affixe

_'
du vecteur OM .

OM =x.i+ V. ]
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Forme algébrique de Z : (coordonnées cartésiennes)

LZ=x+]y

Forme trigonométrigue et forme polaire de 7 :

Z.=7Z.cos(0)+ j.Z.sin(0) = Z.(cos(6)+ j.sin(G)) aussinoté : Z = |7, 0]
Forme exponentielle, géométrigue : Euler a note e’ = cos(0) + j.sin(@
Z=27.¢"

Nombre complexe conjugué de Z : Soit Z = x + j.y, on appelle conjugué de Z, et on note Z , le

nombre complexe définipar: Z° = x—j.v. Si Z=7.e"° alors Z =7 ¢°



Produit, quotient et puissance

arg(Z.Z')=arg(Z) + arg(Z'

[Z,0] x [Z',0'] =[ZZ',0 + 0]

Le module d’un produit de nombres complexes est le produit des modules, I’argument
d’un produit de nombres complexes est la somme des arguments (a 2K pres)

Chapitl‘e 5

A z| |z
arg J—dlﬂ(?)— arg(Z")+2km, KeZ ,et | —| = —
z z| |z
(Z .0
[Z7,07] [;'9 BJ

Le module d’un quotient de nombres complexes est le quotient des modules, I’argument
d’un quotient de nombres complexes est la soustraction des arguments (a 2K pres)




al'g(Ln): n Xarg(Z)+2km, Ke€Z ,et

[Z,8]"=[Z",n.0]

Zl]

Z

n

Le module de Z" est le module de Z a la puissance n, ’argument de Z" est n fois

P’argument de Z (a 2K pres)
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4) Applications

p
9ge g

- En GEII:
La puissance instantanée dissipée dans un dipdle linéaire, qui est soumis a une tension v(t)
Y ox/D gt of mareaiiri tar i cotirant 302 — T 2 on/D cnaflist L A ock d4Bnie mar
Veffv L LUS WL UL paltuulu pal Uil coul aliu b\b} — leff LLUD\WL T VJ} CUoL Uvcliiiie pal
\_r_________ :
relation : p(t) = v(t) - i(t).

En utilisant les relations d’IEuler, montrer que cette puissance instantanée est la somine d"
terme constant et d’un terme sinusoidal de pulsation double. G = € t€
\9(6)\14\[-2_ SHUE SR yS' B PY € &

~—__ )
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Chapitre S : Compléments sur les nombres complexes,
Polynomes,
Fractions rationnelles.
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Partie B : Les polynomes

I. Géneralités

1) Définitions

v

Soit z, une variable réelle ou complexe ; n, un entier naturel ; a, a;, a2, ..., an des
nombres réelles ou complexes. -
On appelle polynome, toute fonction P définie par :

- 2 n-1
P(z)=a,+a,z+a,z" +....+a_,z"" +a

n
nZ ~

P(z) = iaksz_

k=0

e

On note aussi :

’ . k
ai est appelé coefficient de z*

axz® est appelé mondome de degré k

On appelle degré du polynome P et on note deg(P) le plus haut degré des monomes de
P. Dans les notations précédentes deg(P)=n.

P

Si deg(P)=0, alors P(z) =a, VzeC.
P est alors appelé polyndéme constant, et deg(P) =0

e
P(z)=0 Vze G@ a,=a,=a,=..=a__, =a, = 0). Le polynéme P est alors
appelé polynome nul et on note : P = 0, et deg(P) = — e par convention.

----------

-------------------------

-------------------------

-------------------------

------------------------

-------------------------

-------------------------
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v Les solutions de I’équation P(z) = 0 sont appelées racines, ou zéros du polynome P.

v' |On note[R [X]|I’ensemble des polynomes a coefficients réels.
On note € [X] I’ensemble des polynomes a coefficients complexes.

Pa
ge
16 Chapitf'e 5

P(2)= 5z Jz+2- 4.

AL T 1

Z) BEXempie =
) P¢ R[x]
P(x)=x’ —}és+x\/5—5+3x7+0-‘>¢ Peca [x])

« P est un polynome a coefficients réels » se note : P £. R[Kl ................................

« Le degré de P est . &.. », se note : a!e%(P):g ...................................................

3
AL S5t 16 BEOROMIE IIBEIIE T'T 2o or i o R S B 65 SR B R
D St TN I T s Cohcannicnosisotions msososnss it Bisos ssit e GO i B i s S
Suwivark s puissmes Aduﬁ\%w):

Ordonner P suivant les puissances croissantes :

¢
) =..~54.xlz A B e B ..\?Cx‘):.....%?.c.‘i*. sxv.ac+x{a5.

16



*F(‘;Q: Fx 2t A GQGC): 9&7--4_53; + 2 Pag
deg(p) =2 Ag(@) =% hapitre
(P @) (=) = Fa o w203
Aag (Pr@) =3 .. conjedin - kg (PrQ)& mmax (deg(f) ; dag(Q))
&’3.@(1,\ = - 2\‘)c$+ cxx->
2ea(-2P) =
Q? Q)CLB = 3>+ 21 \-—\\DC. —236 G'DC— - U + oc, -\-31'-\-2: :r"x 4-2|3c +(23 -T;—x-f

deg (PR) = 5. . Cojeckune c\sgcm) o\eg(e) deg (Q).

* P('L\z 2% _2x +4 @ (=)= i O S G

AefP) = Az @) = 3
P+ = - = Y Qe (P+@) =

17



3) Opérations

Pa
ge
18 Chapitf'e 5

Soit: P(z)=a,+a,z+2,2" +....+a_,z"" +a_2" = Zakzk ou PeC [X] . deg(P)=n
k=0
et: Q(z)=by+b,z+b,z’ +.tb, ;2" +b,z" = > b,z" 0uQeC [X]. deg(Q)=m.

k=0

v' Egalité

deg(P) = deg(Q) =n
a,=b, VOSKk<n

P@Q@P(z)zQ(z) Vzel€ < {

!

18



p
v Addition e 1

8Chapitres
(P+QXz)=P(z2)+Q(z)=a, +b, +(a, +b,).z+(a, +b,).z* +...+(a, +b,)z" +.....

max(n,m)

(P+Q)z)= > (a, +b,)z"

k=0

deg(P + Q) ﬁmax(deg(P),deg(Q))

v Multiplication par un scalaire A € €

L.P(z) = il.akz"

k=0

deg(AL.P) = deg(P)

19



v" Multiplication par un polynome

p
age 18 Ch .
— ap/tre 5

= 2 n-1 n (' 2
=(a)+a,z+a,Z" +....+a__,Z" +a_z )t\b0+blz+bzz +....+b

N e al D=
1—(ab,+o\a )z. (quab 2% falorabiabeal)z
............. TO e oAt J/o.“ . e ofes e LT, ) corfres ¥ 3 . l.?.-* s Py o T

N— 4 - — ~——— —
......... -+ ..l .O.él'_-!—.f?‘\o?h .cr,,,b,_.+.ai lo.|.+—.C.1.u1>b. P P W B2 ”'*(ae,b;-{"‘ .Q; };:‘_,“, 20+ w
>2)

m-1 m
Z +bmz)

m-1

\

k=0

P
=~
2
=
N
P

M
B
o N\

>0 |2

i+j=k

deg(P.Q) = deg(P) + deg(Q)
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Execie : Sa) @)_— 32 o aaa@
G\adar P(-1), pun Jadoriser P.
PEA=3.(A) -2 (A - 3 (A) + 2
=34+ B2 2 Pﬂﬁo : ’F(x)‘: ax +borc =a. (oc-x;)(ﬁt—%zj

Pa
ge
@ha Jo) itf‘e 5

'P(;'l) =0 “'QO/S P@A’ &JWSM?;}L (oc+ 1) —_——
Ap~< . [deg p=2)
P(x) (’:C-I-’D(C\'JC +b°C 4—c) — X -\-E_OE +Ccc+=§" l;:f+c

P(xB .(\9 +a.>x+(c.+b)cc+©:=_ ) S0 B 4

\\——é\/

= a=3 {
b-l-d:—-'b = b=-2-a=-5 o
1 =B — Z ‘Lk"b 0\94- P(X);(oc+\>(3x-5oc+ -?.)
C -

c=2 ] 21



P(x).—: @sz,_ S ¢+ 2> (xﬁ.g-)\)

A:bz—l.(a :25—1&(3)(2\:25—2(‘:4'
-b \‘_E_ 5 +4

’x" - = — 4- ! Xe. .= — L — 2 B—— - __2_
0. /4 / 20 6 6 2
P Cx\' ('x“' 4) (oc ") (OC g axt+bxic - a (x-oc N(=¢2)

C—WA'\.Q?DQJWM P ﬁu)%wx. 2 ed dok e produik °\“3?3Q’X'M

o\aAaquO dog@=3
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A= B
e
5

5:

i Page@
Q: = E ALViSM hapitf‘es

\Vemficakibn - A =BxQ+R

R<&R |a vt S on Nauaele
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oo dincion . A embenn
Vebifiakion < BD+

——\

2 = B Auvicewn

A'Mb \D\sc\\m R<B

R=6x29 + 4 =43 5= A
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II1. Factorisation d’un polynome de degré >2

Pa
1) Division euclidienne de polynomes s Chg pit
reg

Exemple Soit A(x)=x-2x>+x’ +1 et B(x)=x" +2
Effectuer la division euclidienne de A par B, c¢’est effectuer la division de A par B en
ordonnant A et B suivant les puissances deécroissantes.

dagh=2 7 deg®-2
A,wxémée,

A% 2%+ x+ A4 12?42, = B duvisew
—(fx+ 0 +2x+0) [ 2x-2 - @ oyncliemt
_72;{90\-/1 Ao. AcyiSan Aoz A L&Sq\w ag%l-\ < $a%6
= (-2x  —u) Vifalion . BQ+R = A
e Rz —x+5 (’.ch—i-2>(’x-2_>——x+5 = = - 2x%ockd .




Pa
Définition / Théoreme de la division euclidienne de polynomes s cha Pitre .

Soit A et B deux polynomes a coefficients complexes tels que : B # 0 et deg(A) >deg(B).
A=BQ+R

deg(R) < deg(B) .

On dit alors que Q et R sont respectivement le quotient et le reste de la division
euclidienne de A par B.

La division euclidienne de A par B est aussi appelée division de A par B suivant les
puissances décroissantes.

Il existe alors un unique couple de polynomes (Q,R) vérifiant : {

v" Remarque Si R=0, alors A=BQ. On dit alors que le polynome A est factorisable par B,
ou que B divise A, ou encore que A est divisible par B.

26




4) Factorisation d’un polynome de degre >2 ’Dage @Ch

: . , : . apj
Soit P, un polynome de degré quelconque, a coefficients quelconques. Pitre 5
) a est une racine de F

si et seulement si'P, est divisible (ou factorisable) par (x- a) ‘

P(0) = 0 (& F1Re € XKPX) = (x-0).Q(x)

SN exide T tm uwuﬁuo. o2 | §us Pag
TDMBM A ) pogs- 2u® % hapfl‘l‘e 5
€
®ES Pl 20 == Plx) = (x-o) . QCx)
S P(I)=(Z-“3-Q(’-t\ 0&015 PCoc\:Ca(_oO_QCo() = O

@ & [5ip0:)= A pR) | x-x =B
[ ) tdeue: %PCx\=(x‘°<)-Q(x”)+ R <)@
R (x) R %R< denlra) = 4 ol

—

@ T
(Bvrve P(a)rog[umo«\+ R (x) Airn: g(&ﬁ(\\_féﬂ. Vo @’

Vv



v" Exemple 1 Chercher une racine évidente du polynome P, défini par :

plus bas degré possible)
P(A)=A- 3. 4% A-2 = A-2+4-2 = O

pah'xd.
A _ ’JC It — 2
._.(x_gc_ >
- ~

Page 24 .

P(x) =x" —3x° +4x — 2. Puis le factoriser (1’écrire comme produit de polynomes de Wit e !
Do P od duvsible
ARme
Sy PCDC)=(x-\)Cx.'L-2x+ 2.>
—
x-4 = 1%
==Lb<O (4_-)
2 . . 24
X 20+ D x, _b_dm 3 Z—AG =2_aj =A—J.
-} % T T 2a B 2 2
Me —_— .
DC xa =.2C\. .= 4‘\'3

—2xX +thx — 2
—(- 27 +2x >

I -2
—(20:-2)
R= O

Alors: P(x)=(oc-4)(x-4+j Y(e—A=] )
Pob JadBune doms @
Dorms K : PGe)-(ox-A) (2224 2) 2k
o Lo ¥ Ousalien, doms R .

28



SoJr \’3 e N\ [Xl \-Q& Q\U\_a.
Mors P eA KD&E)’OH%\U’ PaL 7

P(--Q,B: PCSB:O
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Page 24 eha
b) a4, a5, ..., @ sont des racines de P si et seulement si P est divisible (ou factorisable) pgp’ tre 5
x-ao,)(x-a,).(x—0a,)
P(a;) = P(az) =...=P(ax) =0 & 3! QeC [X] /P(x) = (x — 0y). (X = d3)... (X — 1) Q(x)
Page 25
v Exemple 2 Soit le polynéme : P(x) =x* —3x> —11x° 4+ 3x +10. Chercher au moins Chapit,-e 5

deux racines évidentes de P, puis en déduire les autres. Quelle est alors la factorisation
deP?

P(A) =A-%_ A4+ 3+ o= 0O
PEA) = (AY = B(=A) = MEA) + 3C D rdo= Ay 2oAA_3+40=0
Dok olors Auvisbla pan(aa)eaa)= 25A

e
X _BoC—|laC+BE 0. “om _ 40
[ 2 2 2 = 4
(gc g—xL ) x —<—~on + 10) ?(>)=sz—l)(£2— a )
_.39C’|Ox{—3x—|-|0} o = (- 1) Gerr) (25 (xc +-2)
B=u3 x»-2:-5

30



4) Factorisation d’un polynome de degre >2 Pa?e' 24

Soit P, un polynome de degré quelconque, a coefficients quelconques.

a) a est une racine de P si et seulement si P est divisible (ou factorisable) par (x- a)
Pla)=0 < 3'Qe C[X] /P(x) =(x—0a).Q(x)

b) a,, a,, ..., a; sont des racines de P si et seulement si P est divisible (ou factorisable) par
x-o)Ex-a,).(x-a.)

P(o;) =P(ay) =...=P(og) =0 & ' QeC [X] /PX)=(xXx—04). (X = 05)... (X — ay)Q(X)

31




2

o Dok P = éfﬁe@:—:\\ Qors P(N=.0 e P(=2) =0
PO tegepsita — o) st
P ('x\: %(/a«:}Sq..‘Z(oc:l)_\. Q(x-\3L> F/('Q:O JP(—S)# o)

e 2P(A)#.0. ek p3) 20
o ST P(I\ Z:-‘S/\\(:t ,23 os e r(.s) P(g) - O
?(’I\,3§x45}©+—('x*5).—_§?(5) ®) P(Z#O
P (x) z6(x+5)- (- ?_) -3+ S) 43 (¢4 5) A _->F(5) O

(—x\ S(x- 2)+C(oc+’5)+€(:r4 '3)_\.4(::*‘3\) —_ F ( 5):; O
~_

32



@a est une racine de P et P’ si et seulement si P est divisible (ou factorisable) par (x —a)’

On dit alors que a est une racine double de P (ou est de multiplicite 2) ag. h
'\U\_!V( )—\; \.l:\ W\ J 7—L)<:>3'QEQ‘[X] /l\/ \' { ap/tl'es

\

a est une racine de P, P’ et P" si et seulement si P est divisible (ou factorisable) par
(x—a)’. On dit alors que a est une racine triple de P (ou est de multiplicité 3).

:‘(U) —l :) (u} = P (\) —() \,'l:"r)\\‘U) ¢OC>3'Q€¢[X] /“/ 3 \'.. ‘,./n. ‘.\")

Efc...
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v' Exemple 3 Déterminer une racine évidente multiple du polynome P suivant, puis le
factoriser dans € puisdansR : P(x)=x* - 2x° +2x* - 2x+1 .

Page 25

P = A_242.2+ 4 =0 Chapftfes

f’[x): b extux—2 = F'(A):Q_ 6+u-2=0 A e 2racime. dsulele do P.

'F”(x)= ,{ro"_ A2 + Y =) ‘3' (4) + 0O ’PeA' Aivi5i e pon (x_4)°"
A A, f ‘\C

DC — 224+ 20 _ 2x+4 ?Cx) =(3C—*\)Locf+ d.) e&j’ac)'w'\te'éauﬁwa
-(’)C“— 2t i&) X+ A = decx) Py = Cac-»\)'f (x-j)(x-\-j) rys %_c}o,(-ge,
@23:-\-4 Sams €
'-('xj'— 2x+4)
O

34



3) Méthodologie pour factoriser un polynome de degré>2

v Définition

Pa
ge
27 Chapitl'e 5

Factoriser un polynome dans € ( dans R ), c’est I’écrire comme produit de
polynomes a coefficients complexes (réels) de plus bas degré possible.

v" Théoréeme de D’Alembert

- Soit P, un polynome de degrén : P(z)=a, +a,z+a,z" +...+a_ _,z""' +a_z".
P posséde alors n racines dans I’ensemble € : o, a,,...,o, distinctes ou non. On
peut alors factoriser Pdans € : P(z)=a (z—-o,)(z—a,)...(z—a )
P est donc factorisable dans @€ en n polynomes de degré 1.

- Soit P, un polynome de degré n a coefficients réels :
P(x)=a,+a,X+2a,X’ +..+a_x"" +ax".
P est factorisable dans R en produit de

- polynomes de degré 1 a racine réelle : (x-a) avec acR
et de - en polynomes de degré 2 a racines complexes conjuguées.

35



v Méthodes Fage 27 char.
ap/tl'e 5

- Chercher une ou plusieurs racines évidentes parmi: 0;1;-1:;2:;-2;j:-);... avec
eventuellement leur multiplicité. Puis effectuer une division euclidienne.

- Penser aux 1dentités remarquables.

- Ou bien résoudre P(z)=0, puis factoriser.

v Exemple 1 Factoriser dans € le polynome suivant : P(z)=z" -1,

AR
P@E(Z) A = (Z2 ANLZ A e
....................... PE) .= (=0 (2 (Z1y). . 2t fackerisé., davs. .
N——

Factoriser alors le polynome P dans R : l

---------------------------------------------------------------------------------------------------------



v Méthode pour factoriser dans R On factorise d’abord P dans € , puis on multiplie les
paires de polyndomes de degré 1 a racines complexes conjuguées.

/—_\\_ 2 — —_—
Eneffet: P(X)=(X—a)(X—0) =.2.90 70l 00 e P 2 o 088 e e eeieeeieiecanasaancannns
) w — g

2 oS R b an s e

37



Exercice 6 Factoriser dans € puis dans R les polynomes suivants :

Px)=x*+x34+2x* 4+ 4x—-8:(Px) =x*+x*+x* +x* +x+ 1

PA)=-A+d-4+ A-A+A =0
Nl e S~

?'(0:)= 5°C“+u'x.$+ L 422 44 => F'(—«) =5-u+2-2+4 £ 0
- A Q/A’faw )\\M\?lnola P, o\uug e,A' O\LViS'_.'lo‘.ﬂ. ?OJ\ ~+ 4 .

s Y o n
X 4. X A+t oC +. 9+ oc+ 4

oc"‘.} o+ 4 ?Cx\: (I-!- \) (xh-i» DC’.—\- 4 )
(n P>e X= x* er a: Adronk

O )(Q-+X+ A= O

38



Exercice 6 Factoriser dans € puis dans R les polynomes suivants :

P(x)=x4+x3+2x2+4x—8;(P(x)=x5+x4+x3+x2+x+1

e Pz = ArA-Ar A=A+ A= 0
P’(DO: ‘5’1.“4- u'.r.%-l- Y Syt 2 x+ 4 P e/al' olLv{g(loLa. Icwt x+ 4.
F'("'): 5-4+%-2+4 £ 0

Y

254—1 Oc,3 ’JC.L+'JC+4 > +4 Gn X—'ﬁc.ze}dnw
+ 4 A g po#-. X=

L . / 2
’DC-l—x.L-&-fL \o:cowua.l X + X+A=0

{ A: -
D). ... £
S x £=X.= =,,.;§=x

21/ 3 2
o ol Xf.=CJn7=°C

e —
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| 2" -2
Cn 2 Tz & ek "= E ,
Y Z{T/3
Zjn,\ /2 /3 il |
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Le 20 mars a 17h30 dans I'amphi 400 aura
lieu
une conférence sur la mathématicienne
Emmy Noether.

Cette grande figure des maths et de |la
physique sera ensuite exposée a la BU de
notre Université.
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A(x)

I. Décomposition en somme d’éléments simples d’une fraction rationnelle ﬁ ou A etB

sont des polvhomes, et application au calcul de primitives.

1) Factoriser le dénominateur B de F.

2) Déterminer s1 F est réductible, et s1 ¢’est le cas la réduire.

A
Une fraction rationnelle F = B est dite irréductible lorsque les polynomes A et B n’ont

pas de facteurs communs, ou bien lorsque les polynémes A et B n’ont aucune racine
commune.

3) Déterminer s1 F a une partie entiére, et s1 ¢’est le cas noter G la fraction restante.

A
Soit F = B’ une fraction irréductible. Deux cas de figure se présentent :

- Soit deg(A) =deg(B), on peut alors effectuer la division euclidienne de A par B. On
obtient donc les polynomes Q et R tels que :
A=BQ+R A BQ+R _ R
{deg(R) <deg(B) T~ g Uy

Q est appelé partie entiere de F.

- Soit deg(A)<deg(B), on ne peut alors pas effectuer de division euclidienne de A par B,
et F ne posséde pas de partie entiere.
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4) Ecrire la forme de la décomposition en somme d’¢léments simples de G, puis calculer
les coefficients a; voir ci-dessous.

Soit G, une fraction irréductible, sans partie entiére, a poles simples : a,,d,,...,0,
P(x) deg(P)<n
avec
(x—ap) (x—az)...(x—ap) P(a,)#0 V1<i<n
Et G se décompose en somme d’éléments simples :
G(x) = ——+—4...+— avec a; = [(x— o;)G(X)]x=e, V1 <i<n.

X—0qy X—a2 X—ap

On a alors : G(X) =
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1) Formulaire

Définition Soit f, une fonction causale (i.e. f(t) = 0Vt < 0), on appelle transformée de
Laplace de la fonction f, la fonction F, définie par : F(s)=f0+OC f(t).e st.dt

On note : TL[f(f)]= F(S)=f "

f(t).e =.dt . Le tableau ci-apres :

RN\E

u N T

f, fonction causale

EL\///

TL[f(t)]

F(s)

\\

3(1) \

U(t)ou l

YL

t°.U(t) ou t*

Cos( ot ).U(t) ou Cos( ot )

Sin( ot ) U(t) ou Sin( ot )

Si f est dérivable sur [0, + oo [ (1)

Sifes

ux fois déer[ £(t)
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